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A. Parametros de calidad en estimacion
A.1l. De un parametro determinista
Una caracterizacién completa la proporcionaria p (§]| s):
— la calidad seria mayor con la concentracion entornoa § =S
— no proporciona una indicacion global, sino microscopica (para cada s)
Habria que:
— calcularlo (a partir del conocimiento de la fisica del problema);
— estimarlo, en casos “maquina”: notese que se trata de estimar una ddp para
cada valor de s.
En general, resulta complicado.
. J
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. ) )
Dada la lectura que se hace de p (S | s), una medida util sera el error cuadratico
condicional

E{(@:—s)2 |s} ~ fooo(é—s)zp(x|s)dx

que suele descomponerse en la conocida forma

E{(é—s)2 |s} = E*{§-s|s} + Var{§-s|s}

« E{§—s|s} = E{§|s }—s eselsesgo del estimador

Si es nulo, el estimador se dice insesgado.
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Var{§—s|s} = Var{§|s}es la varianza del estimador (del error)

Dado que nos movemos con informacion estadistica, sélo puede ser nula
cuando en la estimacion se emplean K — oo muestras: en cuyo caso el
estimador se dice consistente en varianza

La (deseable) menor varianza se expresa como mayor eficiencia.

p(8|s)

Sesgo(S) y varianza (V)
en estimacion

S
S
Como con la ddp condicional, esta(s) caracteristica(s) puede(n), en
principio, calcularse (en planteamientos analiticos) o estimarse (en
planteamientos maquina); siendo cierto, en todo caso, que es conveniente
proceder a célculo y estimacion para observar su concordancia.

1
1
1
1
1
)

1
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~
Intervalos de confianza
Con la informacién estadistica (0 mediante estimacion por frecuencias
relativas) se puede manejar A
S PEls)
PI’{‘S—S‘<8} ; : ; S 8
S-& S S+te
que es (también) la probabilidad de que s se encuentre en el intervalo
(aleatorio) (§ —g,5+ g): asociado a esa (probabilidad de) confianza.
Esto tiene un sentido analogo al del error cuadratico condicional; en
realidad, la consistencia en probabilidad
Pr{\é—s\«;}—)l
K—>w
esta implicada por la consistencia en varianza, ya que la desigualdad de
Tchebycheff implica A \ar {é | s}
Pr{js—g > g} <~ O]
€
. J
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Ejercicios
E: Calculense la media y la varianza condicionales del estimador muestral de
la media de una va unidimensional.

K
E{rﬁ|m}=%ZE{x(k)}=m
k=1

El estimador es insesgado.

Para muestras tomadas independientemente,
. 1 Vv
Var{m|m}= —Z:Var{x(k ) }: —
El estimador es consistente en varianza.

Notese que no hay dependencia de la distribucion de las muestras.
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unidimensional.

(No emplearemos | m,v)

Como es
K

k=1
suponiendo muestras independientes

i 0 = 3o -2y

= LY el | e =var e} m
k=1

v K-1

K K
Es sesgado: pero asintoticamente insesgado

E: Calculese la media del estimador muestral de la varianza de una va

K
DK | =23 )P 2
)k

—(\/ar{rﬁ}+ mz):

~

TDS/4, ITIATSC-DTC/UCIHIM



12.7

Compromiso sesgo-varianza
Se ha encontrado que, para el estimador muestral de la varianza,

E{o}z%v

y puede pensarse en modificar el estimador para corregir el sesgo; lo que se
consigue recurriendo al estimador muestral insesgado de v

-~ K . 1 K k) o P
V_K—lv_K—lkZ_;‘(X )

(téngase en cuenta que v nNo es conocida); pero asi se tiene

Var {V} = (%YVM {0}

incrementandose la varianza.

(En realidad, no puede decirse que uno de estos estimadores sea mejor
que el otro: estan deterministicamente relacionados).

Lo otro que antecede es una manifestacion del compromiso sesgo-
varianza frecuentemente implicito en estimacion.
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A.2. De un parametro aleatorio

El papel de p(§| s) lo haria aqui p(S, s): que también deberia concentrarse
en tornoa$ = s (aunque es una ddp 2-D, y no una familia de ddp 1-D como

p(s|s)).

Error cuadratico, sesgo y varianza se dan promediados respecto a s: asi,

E{(s —s)’ }: fooo f; (5—s)*p(x|s)p(s)dx ds

de s.
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A’. Las Cotas de Cramer — Rao
Establecen cotas inferiores para las varianzas de los errores de estimacion.
A’”.1. Caso de parametro determinista

(HdE{é—sls}jz

ds

e {Mn p(x|s)}2 s

0S

(1+dE{§—S|S}jZ

ds

E{@Z Inp(x|s) |S}

0s°

Var §—s|s}>

Se usa una u otra forma segun resulte mas comodo.
La prueba se incluye en el Apéndice.
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Discusion (para estimadores insesgados)
La cota sélo se alcanza si

olnp(x|s n
P1S) sy -
S
entonces S es un estimador absolutamente eficiente.
— Supuesto gue existe, cumplira

olnp(x|s S N§—5
gg | )s_§m| :O:k(sml)(s_sml)

cumpliéendose la segunda igualdad para S=S_, : es el ML

— Si no existe, no se puede decir que el ML tenga varianza minima. Asi, para
eficiencia:

— se comprueba si el ML es ae (alcanza la cota);

— si no, habra de buscarse un MVUE (Estimador Insesgado de Minima
Varianza)

Trabajo: Determinacion de estimadores MVUEs.
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Ejercicios )
E: Discutir el caracter eficiente del estimador fh, para el caso Gauss (media
muestral).
5'”9({( im)_ 18 )
= 2 -m)
Vic
de donde
8% In ({ } m) K
P | :__Zl_ o
om?
y, al tratarse de un estimador msesgado se ha de aplicar la cota de
Cramer-Rao
Var{m|m}> ! -0
- o°Inp(x|m)| K
om?
que coincide con la varianza del ML: luego el ML es eficiente. )
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. Caso de parametro aleatorio

1
—
E{{aln p(x, s)} >
0S )
1
- \
E{@ In pz(x, s)
oS

Var {§ —s}>

La demostracion sigue una via analoga a la anterior, partiendo de
E-s—bj={ [ (8-s—b)p(x,s)dxds=0

y recordando que E{S — s — b} es una constante.
La discusion de eficiencia es paralela a la anterior, pero referida al

estimador MAP (en lugar de al ML). Ademas, como §.(X) es insesgado, habran
de coincidir.
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B. Decision
Aparte del coste medio (cuando proceda), ya se sabe que son relevantes
— La probabilidad de error tipo | o falsa alarma

P =Pea = Pr(Dl | Ho):/J;<l p<X‘H0)dX :J-: p(A‘HO>dA

— La probabilidad de error tipo Il o pérdida
Py =Pu = Pr(Do | H1): :[Xo p(X‘Hl)dX :_‘: p(A‘Hl)dA
(Pp = 1—Py,: probabilidad de deteccion).

Se aprecia que existe un compromiso en su reduccion: via particion en
Xo, X, 0 establecimiento de n.
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No siempre se emplean directamente P, y P,, 0 Pco ¥ Pp; p. €j., en )

diagnéstico se suele tomar H, como hipotesis correspondiente a situacion
normal, y H, como hipdtesis de defecto o enfermedad, y se emplean:

« Especificidad: E=Pr(D,|H,)=1-P;,
- Sensibilidad: S=Pr(D,|H,)=P,

(subsiste, naturalmente, el compromiso: para su maximizacion).

Como en estimacion, estas caracteristicas
— se pueden calcular, supuesta conocida la “fisica” del problema
— se pueden estimar, como frecuencias relativas
y conviene contrastar resultados.

Trabajo: la técnica del “Importance Sampling”
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Ejercicio A
E: Calculense las caracteristicas del decisor ML para
Hy:Xx=—-s+r
Hi:x=s+r
siendo s una constante y r una va G(0,v) 0(x|-s) 0(X[s)
Ya se ha visto la forma del d%
S n=0 s =
y es obvia la igualdad de ambas probabilidades de error:
+s)
P,=P, =P, = EJ‘O exp{— > }dx
gue se reduce inmediatamente a
1 . X”2 S
ex dx'=———1| exp|- dx"=erf| —
A e Sl e
Nétese la dependencia con la SNR (s2/v).
J
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Ve - =7 \

Caracteristica de Operacion (OC)

Recibe este nombre la curva (familia de curvas en caso de que exista una
parametrizacion, como la anterior SNR) que relaciona dos caracteristicas en
compromiso en una decision: tipicamente P, vs. Pg,; dicha curva se recorre si
se permite la variacion del umbral .

A
1
0 " Pra
\- J
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La forma de la curva, y que se encuentre por encima de la diagonal
principal, se comprende facilmente.

La calidad de un disefio practico (con n seleccionable) se aprecia por la
cercania de la curva a los lados izquierdo y superior del cuadrado que la limita.

En comunicaciones y radar, se habla de la ROC (“Receiver OC”)

Ejercicio: Demostrar que 77 es la pendiente de la tangente a la curva en
cualquier punto.
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Ejercicio de ampliacion
A: En Recuperacion de Informacion (IR, “Information Retrieval”’) se seleccionan
items de una base (no estructurada) por su relevancia para un cierto uso (o
usuario); los items pueden ser relevantes (H,) o no (H,); las caracteristicas de
calidad utilizadas son

— la precision P: Pr(H,|D,)

(probabilidad de que un item seleccionado sea relevante)
— larecuperacion R: Pr(D,|H,)

(probabilidad de recuperar items relevantes)

a) Discutase el compromiso entre estas caracteristicas.
b) Indiquese la forma de la OC R vs. P.

TDS/4, ITIATSC-DTC/UCIHIM



12.19

a) Pr(Hl | Dl) _ Pr(Dl | Hl)Pr(Hl) _
Pr(Dy | Hy)Pr(Hy )+ Pr(Dy | Hg)Pr(Ho)
1
Pr(Dy |Hg )Pr(Hyp)
Pr(Dy | Hy)Pr(Hy)
para que tienda a 1, ha de bajar Pr(D,|H;) (Pga) y subir R = Pr(D,[H,)
(Pp): cuyo compromiso ya es conocido.

b) Laforma de la OC sera: R
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\-

Apéndice: Cota C-R para pardmetro determinista
Els—§—h(s) |s}=£’° [5—s—b(s)]p(x|s)dx =0

TS 20 pieisyac e f f-s-bo)

“ fe o ey 19PXIS) o db(s)
{ [5—s—b(s)] =1

dln S b(s
{7 lo-s-be XISy g =1 40
Se aplica la de5|gualdad de Cauchy-Schwartz

qu\/)2 < J‘UZIVZ . (= si y solo si u=kv),
con u=2"PIS) TGS v = Bl s bes)]

op(x|s)

oS

dx

0
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JZF nplx lS)T p(x|s)dxf " [s-s—b(s)Fp(x|s)dx > (1+ / b(s)jz

oS ds

2

de donde {1+ q 3(5)}
f [8-s—b(s)p(x|s)dx = Var§—s|s}=Var§§|s}> >

E{@pgxs | S)T

Alternativamente, 2
{1+ d b(s)}

Var §§|s}> - ds

o°Inp(x|s
gl Inplx|s)
oS
(Nota: si se alcanza, no implica minimo error cuadratico medio: es para un b(s)
dado).
. J
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La forma alternativa nace de

—:f p(x|s)dx f 8IO(X|S)d —{OO alnlO(Xls)p(x|s)dx:0

o0 oS —00 0S

y derivando nuevamente la altima integral

[aln p(X|S)Tp(x|s)dx 0

{OO 82Inp(x|S)p(x|s.)dx+/_foO

—00 as 2 —00 85

que es

E{(?Z Ir;Spgxls) |s}+ E{{alnggxls)}z |S} iy
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